
Ñåðèÿ 1. 11-12.01.12.

1. Â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíåå k.
a) Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå ñóùåñòâóåò íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ

ïóòü äëèíû õîòÿ áû k (òî åñòü, íå ìåíåå, ÷åì èç k + 1 âåðøèíû).
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå ñóùåñòâóåò íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ

öèêë èç íå ìåíå äëèíû õîòÿ áû k (òî åñòü, íå ìåíåå, ÷åì èç k âåðøèí).
2. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå

ñìåæíûå âåðøèíû ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
à) Â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå k. Äîêàæèòå, ÷òî åãî

âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â k + 1 öâåò.
á) à) Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå k è åñòü âåð-

øèíà ñòåïåíè ìåíåå k. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíûì
îáðàçîì ïîêðàñèòü â k öâåòîâ.

3. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ(G) � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
k òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ýòîãî ãðàôà â k
öâåòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(G) ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
âåðøèí ãðàôà G (òî åñòü, òàêîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè
íåò íè îäíîãî ðåáðà.)

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî χ(G) ·
α(G) ≥ v(G) .

4. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñêîê âåðøèí äåðåâà (íà n
âåðøèíàõ) â k öâåòîâ.

5. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå áîëåå
d ñòðåëîê (ïðî êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ ñòðåëîê íè÷åãî íå èçâåñòíî). Äîêà-
æèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü
â 2d+ 1 öâåò.

6. Ïóñòü d � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G. Äîêàæèòå, ÷òî
âåðøèíû ãðàôà G ìîæíî ïîêðàñèòü â d2 + 1 öâåò òàê, ÷òîáû íè ó êàêîé
âåðøèíû íå áûëî äâóõ îäíîöâåòíûõ ñîñåäåé.

7. Ìåæäó âîëåéáîëüíûìè êîìàíäàìè äâóõ ñòðàí áûë ïðîâåäåí ìàò÷-
òóðíèð, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó ñî
âñåìè êîìàíäàìè äðóãîé ñòðàíû. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êîìàíäà âûèãðàëà
õîòÿ áû îäíó âñòðå÷ó. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòûðå êîìàíäû A, B, C
è D òàêèå, ÷òî A âûèãðàëà ó B, B âûèãðàëà ó C, Ñ âûèãðàëà ó D, à D
âûèãðàëà ó A. (Íè÷üèõ â âîëåéáîëå íå áûâàåò).


