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Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçíûì, åñëè â íåì íå ìåíåå k +
1 âåðøèíû, îí ñâÿçåí è îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1
âåðøèí.

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî â k-ñâÿçíîì ãðàôå G ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû
õîòÿ áû k.

á) Äîêàæèòå, ÷òî â k-ñâÿçíîì ãðàôå G ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû õîòÿ
áû 2k, åñëè, êîíå÷íî, â ãðàôå íå ìåíåå 2k âåðøèí.

2. Â äâóñâÿçíîì ãðàôå n âåðøèí, 1 ≤ k ≤ n. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò
ãðàô ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñâÿçíûõ ãðàôà èç k è n− k âåðøèí.

3. Äîêàæèòå, ÷òî â äâóñâÿçíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë
a) ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ëþáûå äâå âåðøèíû;
á) ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ëþáûå äâà ðåáðà.
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâóñâÿçíûé ãðàô íåäâóäîëåí (òî åñòü, åãî âåð-

øèíû íåâîçìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â äâà öâåòà), òî äëÿ
ëþáîé åãî âåðøèíû a ñóùåñòâóåò íå÷åòíûé ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç a.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â äâóñâÿçíîì ãðàôå ñ õîòÿ áû ÷åòûðüìÿ âåðøèíà-
ìè ñóùåñòâóåò ðåáðî, ïðè ñòÿãèâàíèè êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ äâóñâÿçíûé
ãðàô. Ñòÿãèâàíèå ðåáðà xy � îïåðàöèÿ, ïðè êîòîðîé äâà åãî êîíöà çà-
ìåíÿþòñÿ íà îäíó âåðøèíó, ñìåæíóþ ñî âñåìè âåðøèíàìè ãðàôà, ñ êî-
òîðûìè áûëà ñìåæíà õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí x è y.

5. Â ãðàôå n âåðøèí, âñå âåðøèíû èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü. Äî-
êàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå, ÷åì n
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ð¼áåð.
6. Íàçîâåì pn-äåðåâîì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ: èç êîðíÿ äåðåâà âû-

õîäÿò p ðåáåð, âåäóùèõ ê âåðøèíàì ïåðâîãî óðîâíÿ; èç êàæäîé âåðøèíû
ïåðâîãî óðîâíÿ âûõîäèò åùå ïî p ðåáåð, âåäóùèõ ê âåðøèíàì âòîðîãî
óðîâíÿ è ò.ä., íàêîíåö, èç êàæäîé âåðøèíû (n − 1)-ãî óðîâíÿ âåäóò p
ðåáåð ê âåðøèíàì n-ãî óðîâíÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè.

Âèñÿ÷èå âåðøèíû 4n-äåðåâà ïîêðàøåíû â 3000 öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
èç íåãî ìîæíî âûáðàòü 2n-ïîääåðåâî ñ òåì æå êîðíåì òàê, ÷òîáû âèñÿ÷èå
âåðøèíû ïîääåðåâà áûëè ïîêðàøåíû íå áîëåå, ÷åì â 1000 öâåòîâ.

7. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí äåðåâà íå áîëüøå òðåõ. Íàçîâåì ðàññòîÿíèåì

ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè êîëè÷åñòâî ðåáåð â ìèíèìàëüíîì ñîåäèíÿþùåì
èõ ïóòè. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî äåðåâà ìîæíî ðàñêðàñèòü â 4
öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 äðóã
îò äðóãà áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.


