
Ãðîáàðèé. 9 êëàññ.

Îïðåäåëåíèå 1. 1) ×åðåç ∆(G) ìû îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G.
2) Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû, v

ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå 1, íå âñå ñìåæíûå ñ v âåðøèíû ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

6. á) Ïóñòü ∆(G) = d ≥ 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí
ãðàôà G â d+ 1 öâåò.

20. (P.G.Tait, 1880.) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.
1◦ Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà G áåç ïåòåëü âûïîëíÿåòñÿ χ(G) ≤ 4.
2◦ Äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè T å¼ ð¼áðà ìîæíî ïîêðàñèòü â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû âñå ð¼áðà êàæäîé

ãðàíè áûëè ðàçíîöâåòíûìè. (Òàêàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð íàçûâàåòñÿ Òýéòîâîé ðàñêðàñêîé.)
30. ã) Äàíû ïîëîñêà 1 × 1000 è n ôèøåê. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Ïåðâûé ñâîèì õîäîì ìîæåò

âçÿòü íå áîëåå 17 ôèøåê (êàê èç êó÷è, òàê è ñ êëåòîê ïîëîñêè) è ïîñòàâèòü èõ íà ëþáûå ñâîáîäíûå êëåòêè.
Âòîðîé ñâîèì õîäîì ìîæåò ñíÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ñòîÿùèõ ïîäðÿä ôèøåê, è ïîëîæèòü èõ îáðàòíî â
êó÷ó. Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ïîñòàâèò âñå n ôèøåê â ðÿä áåç ïðîáåëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
n > 98, òî âòîðîé èãðîê ñìîæåò âûèãðàòü.

38. Äàíî ìíîæåñòâî M èç íåñêîëüêèõ âåðøèí. Êàæäîé âåðøèíå a ∈ M ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå Ma

îñòàëüíûõ âåðøèí íà íåñêîëüêî ãðóïï (âîçìîæíî, îäíó). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà a ðàçäåëÿåò b è
c, åñëè ýòè äâå âåðøèíû ëåæàò â ðàçíûõ ãðóïïàõ èç Ma. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåðøèíà a ðàçäåëÿåò b è c,
òî b íå ðàçäåëÿåò a è c.

Ñîåäèíèì ðåáðîì ëþáûå äâå âåðøèíû, êîòîðûå íå ðàçäåëÿåò íèêàêàÿ òðåòüÿ âåðøèíà. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîëó÷åííûé ãðàô ñâÿçåí.

39. á) Â ñâÿçíîì ãðàôå 2n âåðøèí, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà òðåì. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü ðåáðà ýòîãî ãðàôà â òðè öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì íå ïðåâîñõîäèò 3 · 2n.

Ãðîáàðèé. 9 êëàññ.

Îïðåäåëåíèå 2. 1) ×åðåç ∆(G) ìû îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G.
2) Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû, v

ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå 1, íå âñå ñìåæíûå ñ v âåðøèíû ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

6. á) Ïóñòü ∆(G) = d ≥ 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí
ãðàôà G â d+ 1 öâåò.

20. (P.G.Tait, 1880.) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.
1◦ Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà G áåç ïåòåëü âûïîëíÿåòñÿ χ(G) ≤ 4.
2◦ Äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè T å¼ ð¼áðà ìîæíî ïîêðàñèòü â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû âñå ð¼áðà êàæäîé

ãðàíè áûëè ðàçíîöâåòíûìè. (Òàêàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð íàçûâàåòñÿ Òýéòîâîé ðàñêðàñêîé.)
30. ã) Äàíû ïîëîñêà 1 × 1000 è n ôèøåê. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Ïåðâûé ñâîèì õîäîì ìîæåò

âçÿòü íå áîëåå 17 ôèøåê (êàê èç êó÷è, òàê è ñ êëåòîê ïîëîñêè) è ïîñòàâèòü èõ íà ëþáûå ñâîáîäíûå êëåòêè.
Âòîðîé ñâîèì õîäîì ìîæåò ñíÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ñòîÿùèõ ïîäðÿä ôèøåê, è ïîëîæèòü èõ îáðàòíî â
êó÷ó. Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ïîñòàâèò âñå n ôèøåê â ðÿä áåç ïðîáåëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
n > 98, òî âòîðîé èãðîê ñìîæåò âûèãðàòü.

38. Äàíî ìíîæåñòâî M èç íåñêîëüêèõ âåðøèí. Êàæäîé âåðøèíå a ∈ M ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå Ma

îñòàëüíûõ âåðøèí íà íåñêîëüêî ãðóïï (âîçìîæíî, îäíó). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà a ðàçäåëÿåò b è
c, åñëè ýòè äâå âåðøèíû ëåæàò â ðàçíûõ ãðóïïàõ èç Ma. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåðøèíà a ðàçäåëÿåò b è c,
òî b íå ðàçäåëÿåò a è c.

Ñîåäèíèì ðåáðîì ëþáûå äâå âåðøèíû, êîòîðûå íå ðàçäåëÿåò íèêàêàÿ òðåòüÿ âåðøèíà. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîëó÷åííûé ãðàô ñâÿçåí.

39. á) Â ñâÿçíîì ãðàôå 2n âåðøèí, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà òðåì. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü ðåáðà ýòîãî ãðàôà â òðè öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì íå ïðåâîñõîäèò 3 · 2n.


