
6-7 êëàññ.
1. Íà øàõìàòíîé äîñêå ñòîÿò 20 ëàäåé. Îíè áüþò âñå êëåòêè ïîëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî 8 èç ýòèõ

ëàäåé, òàê ÷òî âñå ïîëå îñòàíåòñÿ ïîä áîåì.
2. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 25 äåòåé è 25 ïðåïîäàâàòåëåé è ãðóñòíî ñìîòðÿò äðóã íà äðóãà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ðåáåíîê, êîòîðûé ñèäèò òî÷íî íàïðîòèâ ïðåïîäàâàòåëÿ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñòü íåñ÷àñòíûé, îáà ñîñåäà êîòîðîãî � äåòè.
3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàñèëè ÷åðíèëàìè 239 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü çàêðàøåííàÿ êëåòêà, ó êîòîðîé

÷åòíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ ñîñåäíèõ (ò.å. èìåþùèõ ñ íåé îáùóþ ñòîðîíó) êëåòîê.
4. 10 ó÷àñòíèêîâ äèðèõëþïèíñêîé ãîðîäñêîé îëèìïèàäû ðåøèëè âñåãî 35 çàäà÷, ïðè÷åì íà íàãðàæäåíèè âûÿñíè-

ëîñü, ÷òî áûëè ó÷àñòíèêè, ðåøèâøèå ðîâíî îäíó, ðîâíî äâå è ðîâíî òðè çàäà÷è. Äîêàæèòå, ÷òî êòî-òî ðåøèë íå ìåíåå
5 çàäà÷.

5. 25 øêîëüíèêîâ ñòîÿò â ðÿä. Ñàìûé ëåâûé øêîëüíèê âûøå ñàìîãî ïðàâîãî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ øêîëüíèê,
ó êîòîðîãî ëåâûé ñîñåä âûøå ïðàâîãî.

6. Â êëàññå êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ òðåìÿ äåâî÷êàìè, à êàæäàÿ äåâî÷êà � ñ äâóìÿ ìàëü÷èêàìè. Ïðè ýòîì â
êëàññå âñåãî 19 ïàðò è 31 õóëèãàí. Ñêîëüêî â êëàññå ó÷åíèêîâ?

7. Â òóðíèðå ïî êðåñòèêàì-íîëèêàì çà ïîáåäó äàåòñÿ îäíî î÷êî, çà íè÷üþ � íîëü î÷êîâ, à çà ïðîèãðûø îäíî î÷êî
âû÷èòàåòñÿ. Íåñêîëüêî øêîëüíèêîâ ñûãðàëè òóðíèð ïî êðåñòèêàì-íîëèêàì òàê, ÷òî êàæäûé ñ êàæäûì ñûãðàë ðîâíî
îäèí ðàç. Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ íàáðàë ñåìü î÷êîâ, à äðóãîé � 20 î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â òóðíèðå áûëà õîòü îäíà
íè÷üÿ.

8. Â íåêîòîðîé êîìïàíèè êàæäûé äæåíòëüìåí èìååò õîòÿ áû îäíîãî çíàêîìîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó êîìïàíèþ
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû êàæäûé äæåíòëüìåí áûë çíàêîì ñ êåì-íèáóäü èç äðóãîé ãðóïïû.



8 êëàññ.
1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå äèàãîíàëåé è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå ïðî-

òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD èç 4 òî÷åê: ñåðåäèí ñòîðîí AB è CD, òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, à òàêæå ïðîäîëæåíèé ñòîðîí BC è AD êàêèå-òî 3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî AB ïàðàëëåëüíà
CD.

2. Òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû ñòîðîí BC è CD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Îòðåçêè AP è AQ äåëÿò
äèàãîíàëü BD íà 3 ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

3. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠ABD = ∠ACB. Äîêàæèòå, ÷òî
AB2 = AD ·AC.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîâåëè ñðåäíèå ëèíèè è ðàñêðàñèëè 4 îáðàçîâàâøèõñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà â
øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ÷åðíûõ ÷àñòåé ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé áåëûõ ÷àñòåé.

5. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, â êîòîðîì AC = BD = AD. Îêàçàëîñü,
÷òî óãîë AMD � ïðÿìîé. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD?

6. Íà ñòîðîíå AC ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà AB âûáðàíà òî÷êà K. Èç íåå íà ñòîðîíû AB è BC îïóùåíû ïåðïåí-
äèêóëÿðû KX è KY . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ KO äåëèò îòðåçîê XY ïîïîëàì.

7. ×åðåç âåðøèíó A êâàäðàòà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíó CD òî÷êå E, à ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû
BC � â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî 1

AE2 + 1
AF 2 = 1

AB2 .
8. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî êàæäàÿ äèàãîíàëü ðàâíà êàêîé-òî ñòîðîíå, à êàæäàÿ ñòî-

ðîíà � êàêîé-òî äèàãîíàëè?



9-10 êëàññ.
1. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ëó÷è DA è CB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, à ëó÷è BA è CD � â òî÷êå P .

Îêàçàëîñü, ÷òî ∠AQB = ∠APD. Áèññåêòðèñû óãëîâ ∠AQB è ∠APD ïåðåñåêàþò ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà â òî÷êàõ
X, Y è Z, T ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ZQT è XPY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K âíóòðè
÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî K ëåæèò íà äèàãîíàëè AC.

2. Íà äàííîì îòðåçêå AB âûáèðàåòñÿ òî÷êà M è íà îòðåçêàõ AM è BM êàê íà ãèïîòåíóçàõ ñòðîÿòñÿ ðàâíîáåä-
ðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AMP è BMQ, ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò AB. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
ñåðåäèí îòðåçêîâ PQ.

3. Âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà P
ëåæèò íà îòðåçêå MN , ïðè÷¼ì MP = CN è NP = AM . Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè òî÷êè O è P íå ñîâïàäàþò, òî OP ⊥ MN .

4. Îêðóæíîñòè s1, s2 è s3 ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A. Èçâåñòíî, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü s1 è s2 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð s3,
à ðàäèêàëüíàÿ îñü s2 è s3 � ÷åðåç öåíòð s1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü s1 è s3 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð s2.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû BB1 è CC1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∠CC1B1 = 30◦, òî ëèáî ∠A = 60◦,
ëèáî ∠B = 120◦.

6. Íà ÷åâèàíàõ AP è BQ òðåóãîëüíèêà ABC êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîèëè äâå îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî èõ òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ è îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

7. Âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè ABCD,CDEF, EFAB � âïè-
ñàííûå. Äîêàæèòå, ÷òî è ñàì øåñòèóãîëüíèê òîæå âïèñàííûé.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû AC èBC â òàêèõ òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî MN = AM + BN . Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå êàñàþòñÿ îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè.



11 êëàññ.
1. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïîñòðîéòå íà êàæäîé åãî ñòîðîíå ïî òî÷êå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðèìåòð

òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè òî÷êàìè áûë ìèíèìàëüíûì.
2. Áîêîâûå ñòîðîíû AB è CD òðàïåöèè ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à äèàãîíàëè � â òî÷êå P . Îïèñàííûå

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AKC è BKD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ∠PKA = ∠QKD.
3. Ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû BM òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå K.

Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà MCK ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå P . Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
MAK ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû BA â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî PQ > AC.

4. BB1, CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC â êîòîðîì ∠A = 45◦, òî÷êè O è H � öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê B1C1 äåëèò îòðåçîê OH ïîïîëàì.

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ∠A = 60◦ à I � åãî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ. Íà ñòîðîíå AB âûáðàíà
òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî IM ‖ AC. Íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî ∠BMK = ∠IBM . ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå
BK/BC?

6. Òî÷êà P íàõîäèòñÿ âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, B1, C1 òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå
P îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Îêàçàëîñü ÷òî øåñòèóãîëüíèê AB1CA1BC1 � îïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî
P � òî÷êà Òîððè÷åëëè (ò. å. òî÷êà, èç êîòîðîé âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC âèäíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè).

7. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íåå, îòëè÷íàÿ îò öåíòðà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðû îêðóæíîñòåé, êàñàþùèåñÿ
äàííîé èçíóòðè è äðóã äðóãà â òî÷êå P . Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ
ê ýòèì îêðóæíîñòÿì.

8. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è C òðåóãîëüíèêà ABC è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AC è BC â
òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ CPB è CQA ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå,
÷òî óãîë CKO � ïðÿìîé.


