
10-11 êëàññ.
1. Ïóñòü {An}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íå áîëåå 2000 ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî B íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ Ai è Aj,
(i, j ∈ N) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà B.

2. Â ãðàôå ëþáûå äâà ïðîñòûõ öèêëà íå÷åòíîé äëèíû íå èìåþò îáùèõ ðåáåð. Äîêàæèòå,
÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà áûëà
ñîåäèíåíà ðåáðîì íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé òàêîãî æå öâåòà.

3. Â êâàäðàòíîé òàáëèöå n × n çàïèñàíû ÷èñëà òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â
êàæäîì ñòîëáöå ìåíüøå 1. Óêàæèòå íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òàáëèöû âñåãäà ìîæíî
óâåëè÷èòü k ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñòàëè ðàâíûìè 1.

4. Ïóñòü Q(x) � ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé íå ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷òî ÷èñëî Q(n)

äåëèòñÿ íà p, íî íå äåëèòñÿ íà p2.
5. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : R → R, êîòîðûå ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ f(f(x)) = f(x) + 2x.
6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îïåðàöèé ∗, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , 101} è îáëàäàþùèõ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) a ∗ a = a; 2) (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = a ∗ d?
7. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðîäîëæå-

íèå ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå BC, â òî÷êå A′. Òî÷êè B′ è C ′ îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A′, B′, C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà.

8. Èç êàæäîé âåðøèíû (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî) ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî ïðîâåñòè äèàãî-
íàëü äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé 1, öåëèêîì ëåæàùóþ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ó
ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàéäåòñÿ ñòîðîíà, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò 1.

9. Òî÷êè K è M � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, à òî÷êè L

è N � ñåðåäèíû ñòîðîí BC è AD ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà KLM

âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå L′, à îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà KMN

âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå N ′. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ KM äåëèò îòðåçîê L′N ′

ïîïîëàì.
10. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn (n ≥ 4) ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî

x1

x2(x1 + x2 + x3)
+

x2

x3(x2 + x3 + x4)
+ . . . +

xn

x1(xn + x1 + x2)
≥ n2

3
.



8-9 êëàññ.
1. Ïåòÿ íàïèñàë íåñêîëüêî àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé, âîçâåë êàæäîå â êâàäðàò è ñëîæèë

ðåçóëüòàòû. Ìîãëî ëè ó íåãî â èòîãå ïîëó÷èòüñÿ âûðàæåíèå x2 + y2 + z2 + 3y + 4x + xz + 1?
2. Ïàðàáîëû y = x2 + ax + b è y = −x2 + cx + d íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü

ïðÿìàÿ, îò êîòîðîé îíè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû.
3. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b), ÷òî ÷èñëà a3 + 6ab + 1 è b3 + 6ab + 1 �

òî÷íûå êóáû.
4. Ïåòÿ çàãàäàë íåñêîëüêî äðîáåé, à Âàñÿ ïðèäóìàë îäíî ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Îïûòíàÿ ó÷è-

òåëüíèöà Ìàðüÿ Èâàíîâíà çàìåòèëà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà, ïðèäóìàííîãî Âàñåé, íà ëþáîå
èç ÷èñåë, ïðèäóìàííûõ Ïåòåé, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ) ÷èñåë, ïðèäóìàííûõ Ïåòåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèäóìàííîå Âàñåé ÷èñëî � öåëîå.

5. Â ñòðàíå åñòü íåñêîëüêî ãîðîäîâ è íåñêîëüêî äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Êàæäàÿ
äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà ãîðîäà è íå ïðîõîäèò ÷åðåç îñòàëüíûå. Ïðè ýòîì, êàêèå áû äâà ãîðîäà
íè âçÿòü, õîòÿ áû èç îäíîãî èç íèõ ìîæíî ïðîåõàòü â äðóãîé, íå íàðóøàÿ ïðàâèë äâèæåíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé, íå íàðóøàÿ ïðàâèë
äâèæåíèÿ.

6. Ïóñòü An = {1, 2, . . . , n}. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè f : An → An òàêèå, ÷òî f(k) ≤ f(k+1)

è f(k) = f(f(k + 1)) äëÿ âñåõ k îò 1 äî n− 1. Íàéäèòå èõ êîëè÷åñòâî.
7. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p òàêèå, ÷òî 2p−1−1

p
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

8. Â êâàäðàòíîé òàáëèöå n × n çàïèñàíû ÷èñëà òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â
êàæäîì ñòîëáöå ìåíüøå 1. Óêàæèòå íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òàáëèöû âñåãäà ìîæíî
óâåëè÷èòü k ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñòàëè ðàâíûìè 1.

9. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABC, BCD, CDA è
DAB òàêæå îáðàçóþò òðàïåöèþ.

10. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó BD. Èçâåñòíî, ÷òî AB = AC, BD+AD = BC.
Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà ABC.



7 êëàññ.
1. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âçÿòà òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî AP = AB. Ïðÿìàÿ AP ïåðåñåêàåò

îòðåçîê BC â òî÷êå K. Ïðÿìàÿ BP ïåðåñåêàåò îòðåçîê CD â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî a) BK >

CL. á) BK > 2CL.
2. 2p + 3p = an, ãäå a è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî n = 1.
3. Â ãðóïïå èç 100 ëþäåé ñðåäè ëþáûõ òðîèõ åñòü ÷åëîâåê, çíàþùèõ îáîèõ äðóãèõ. Äîêàæèòå,

÷òî èç ýòîé ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü êîìïàíèþ èç 50 ÷åëîâåê, â êîòîðîé âñå çíàêîìû äðóã ñ
äðóãîì.

4. Äàíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà x, y è z. Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøåå èç ÷èñåë (x−y)2, (y−z)2

è (x− z)2 íå ïðåâîñõîäèò x2+y2+z2

5
.

5. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè ðàçìåðîì n × n ñòîèò ïî ÷èñëó. Âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Â êàæäîì
ñòîëáöå îòìåòèëè êëåòêó ñ ñàìûì áîëüøèì ÷èñëîì. Ïîñëå ýòîãî íà äîñêó ïîñòàâèëè n ëàäåé, íå
áüþùèõ äðóã äðóãà, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà êëåòêàõ, ãäå ñòîÿò ëàäüè, ìàêñèìàëüíà.
Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ëàäüÿ îêàçàëàñü íà îòìå÷åííîé êëåòêå.

6. Ïåòÿ íàïèñàë íåñêîëüêî àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé, âîçâåë êàæäîå â êâàäðàò è ñëîæèë
ðåçóëüòàòû. Ìîãëî ëè ó íåãî â èòîãå ïîëó÷èòüñÿ âûðàæåíèå x2 + y2 + z2 + 3y + 4x + xz + 1?

7. Ïåòÿ çàãàäàë íåñêîëüêî äðîáåé, à Âàñÿ ïðèäóìàë îäíî ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Îïûòíàÿ ó÷è-
òåëüíèöà Ìàðüÿ Èâàíîâíà çàìåòèëà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà, ïðèäóìàííîãî Âàñåé, íà ëþáîå
èç ÷èñåë, ïðèäóìàííûõ Ïåòåé, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ) ÷èñåë, ïðèäóìàííûõ Ïåòåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèäóìàííîå Âàñåé ÷èñëî � öåëîå.

8. Ïóñòü xn � êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ âñå öèôðû íå áîëüøå 2, è
ëþáûå äâå ñîñåäíèå öèôðû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1. Äîêàæèòå, ÷òî xn+1 = 2xn + xn−1

ïðè âñåõ n > 2.
9. Äàí ãðàô, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîòîðîãî íå ìåíüøå k (ãäå k ≥ 2). Äîêàæèòå, ÷òî â

ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ ïðîñòîé öèêë äëèíû íå ìåíüøåé, ÷åì k + 1.
10. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠C = 120◦, à BC + CD = AB. Äîêàæèòå,

÷òî AC = AD.


