Городская олимпиада по математике. 14 декабря 2008 г. 8 класс.

1. Докажите, что число 20082 + 20082 · 20092 + 20092  является квадратом целого числа.
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2. Можно ли разрезать прямоугольник 15×9 на фигурки, изображенные на рисунке, с тем условием, чтобы каждая фигурка была использована хотя бы один раз?
3. Каждый из углов девятнадцатиугольника кратен 10°. Докажите, что у него найдутся две параллельные стороны.

4. В выпуклом пятиугольнике  ABCDE  углы  ABC и CDE  равны по 90°, а каждая из сторон BC, CD и AE равна 1 и сумма сторон AB и DE равна 1. Найдите площадь пятиугольника.

5. Рассмотрим конечное множество A натуральных чисел,  наименьший элемент которого равен 1001, а произведение всех элементов —  точный квадрат. Какое наименьшее значение может принимать наибольший элемент множества A ?
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1. Доказать, что среди целых чисел вида 2p+1, где p — простое число, только одно является точным кубом.

2. В цехе работало несколько станков. После реконструкции количество станков сократилось, причем число процентов, на которое уменьшилось число станков, оказалось равным числу оставшихся станков. Какое наименьшее число станков могло быть в цехе до реконструкции?

3. Дан равнобедренный треугольник с углом 20° при вершине. Докажите, что его боковая сторона больше удвоенного основания.

4. Изобразите на координатной плоскости  множество точек, координаты (x, y) которых удовлетворяют условию    max(| x + y |, | x − y |) = 1.

5. У двух белок есть 444 ореха. Они играют в следующую игру. Первая делит все орехи на 5 непустых кучек, а вторая выбирает себе из них три, оставляя две первой белке. Если после этого общее количество орехов у второй белки нацело делится на общее количество орехов у первой белки, то выигрывает первая белка, а если не делится — то вторая. Может ли какая-нибудь из белок обеспечить себе победу независимо от игры соперницы?
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1. Найдите все пары целых чисел (a, b) таких, что 
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2. Уменьшится или увеличится и во сколько раз число 1/2009, если в десятичной записи этого числа зачеркнуть первую после запятой отличную от нуля цифру?

3. В  треугольнике ABC  AB=AC, точка D — cередина BC, точка M — середина AD, точка N — основание перпендикуляра из  D  на  MB. Докажите, что угол ANC равен 90°.

4. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, для которых P(0) = 0 и    
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   для  всех  x.

5. Дан прямоугольник 7×8. Разрежьте его на фигуры, состоящие из клеток 1×1, так, чтобы каждая фигура состояла не больше, чем из 5 клеток, и суммарная длина разрезов была минимальной. (Резать можно только по границам клеток).
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1. Найдите наименьшее a, при котором уравнение x2 − ax + 21 = 0 имеет корень, являющийся натуральным числом?

2. Найдите три последние цифры числа 
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  (n! = 1 · 2 · 3 · … · n).
3. Два игрока по очереди красят вершины треугольников на рисунке каждый своим цветом. После того, как все вершины покрашены, каждый из 9 маленьких треугольников закрашивается в тот цвет, в который покрашено большинство из его вершин. Выигрывает тот игрок, в цвет которого оказывается окрашено как минимум 6 треугольников. Если же треугольников какого-то цвета оказывается 5, а другого цвета 4, то игра заканчивается вничью. Может ли кто-нибудь из игроков обеспечить себе победу вне зависимости от игры другого игрока?

4. Дан параллелограмм ABCD. Окружность, построенная на AC как на диаметре, пересекает прямую BD в точках P и Q. Прямая, проходящая через точку C перпендикулярно AC, пересекает прямые AB и AD в точках X и Y. Докажите, что точки P, Q,  X и Y лежат на одной окружности.

5.  Решить уравнение  
[image: image4.wmf]2

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

-

+

-

=

-

.
_1290283971.unknown

_1290283972.unknown

_1290283966.unknown

_1290283965.unknown

