
7-8 êëàññ
1. ×èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà , äëÿ êîòîðîãî cx + d 6= 0 è c1x + d1 6= 0, âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (ax + b)/(cx + d) > (a1x + b1)/(c1x + d1). Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà (ax + b)/(cx + d) − (a1x +
b1)/(c1x+d1) íå çàâèñèò îò ÷èñëà x (äëÿ òåõ çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ îáà çíàìåíàòåëÿ îòëè÷íû îò íóëÿ).

2. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî íåñêîëüêî îòðåçêîâ (ìîæåò áûòü, ïåðåñåêàþùèõñÿ). Ëåâóþ ïîëîâèíó êàæäîãî
îòðåçêà ïîêðàñèëè â êðàñíûé öâåò. Îêàçàëîñü, ÷òî çàêðàøåííûå òî÷êè îáðàçîâàëè ñïëîøíîé êðàñíûé
îòðåçîê. Åñëè áû âìåñòî ýòîãî ïðàâóþ ïîëîâèíó êàæäîãî èç èñõîäíûõ îòðåçêîâ ïîêðàñèëè â ñèíèé öâåò,
òî ñèíèå òî÷êè îáðàçîâàëè áû ñïëîøíîé ñèíèé îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî áûëà áû íà 20 ñì êîðî÷å äëèíû
êðàñíîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè èñõîäíûõ îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ íàéäóòñÿ äâà îòðåçêà, äëèíû êîòîðûõ
îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 40 ñì.

3. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 1998-óãîëüíèêà çàïèñàíû ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà òðåõ ÷èñåë â âåð-
øèíàõ ëþáîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà � öåëîå ÷èñëî. Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà òðåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ
ëþáîãî òðåóãîëüíèêà � òîæå öåëîå ÷èñëî?

4. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàþò êëåòêè äîñêè 8×8. Åñëè ïåðåä õîäîì èãðîêà åñòü íåçàêðàøåííûå
êëåòêè, èìåþùèå íå ìåíåå äâóõ çàêðàøåííûõ ñîñåäåé (ïî ñòîðîíå), òî èãðîê ñâîèì õîäîì çàêðàøèâàåò
èõ âñå. Åñëè òàêèõ êëåòîê íåò, òî îí çàêðàøèâàåò îäíó ëþáóþ íåçàêðàøåííóþ êëåòêó. Âûèãðûâàåò òîò,
êòî çàêðàñèò ïîñëåäíþþ êëåòêó. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Èìåþòñÿ ñòî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ≤ 100 èç íèõ
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü k ÷èñåë òàê, ÷òî äâå ïîñëåäíèå öèôðû èõ ñóììû îáðàçóþò ÷èñëî k (åñëè ñóììà
îêàí÷èâàåòñÿ äâóìÿ íóëÿìè, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñòà ñëàãàåìûì).

6. a è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, x � öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî a2x − a äåëèòñÿ íà m. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî y îáà ÷èñëà a2y − a è ay2 − y äåëÿòñÿ íà m.

7. Íà îñòðîâå Íîâàÿ Âàâèëîíèÿ èñïîëüçóþòñÿ 45 ÿçûêîâ, ïðè÷åì êàæäûé æèòåëü çíàåò ïî êðàéíåé
ìåðå ïÿòü èç íèõ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà æèòåëÿ ìîãóò âåñòè ìåæäó ñîáîé áåñåäó, âîçìîæíî ïðè ïî-
ñðåäíè÷åñòâå íåñêîëüêèõ ïåðåâîä÷èêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëþáûå äâà îñòðîâèòÿíèíà ñìîãóò ïîãîâîðèòü
ìåæäó ñîáîé, ïîëüçóÿñü óñëóãàìè íå áîëåå ÷åì 15 ïåðåâîä÷èêîâ.

8. Â ñòðàíå 120 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè, íå ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç äðóãèå
ãîðîäà. Èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò õîòÿ áû òðè äîðîãè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ
öèêëè÷åñêèé ìàðøðóò, ñîñòîÿùèé íå áîëåå, ÷åì èç 11 ãîðîäîâ.

9. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC òðåóãîëüíèêà ABC çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà D òàêèì îáðàçîì, ÷òî
BD = BA. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Áèññåêòðèñà óãëà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ DM â òî÷êå P .
Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAP = ∠ACB.

10. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD âûáðàíû òî÷êè P , Q è R ñîîò-
âåòñòâåííî òàêèå, ÷òî PQ ‖ AC è QR ‖ BD. Òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà PR. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
MQ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
BC ‖ AD.



9-10 êëàññ
1. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ïîëíîñòüþ ïîêðûò ïÿòüþ ìåíüøèìè ðàâíûìè ïðàâèëüíûìè òðå-

óãîëüíèêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî ïîëíîñòüþ ïîêðûòü ÷åòûðüìÿ òàêèìè æå òðåóãîëüíèêàìè. (Â
äaííoé çaäa÷e òðåóãîëüíèê ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ åãî âíóòðåííåé îáëàñòüþ.)

2. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. ×åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí
AB è AD ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì CD è CB ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðÿìûå è ïðÿìàÿ AC èìåþò îáùóþ òî÷êó.

3. Íà êíèæíîé ïîëêå â êàêîì-òî ïîðÿäêå ñòîÿò êíèãè 20-òîìíîãî ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé. Áèáëèîòåêàðü
õî÷åò ðàññòàâèòü ýòè òîìà â ìîíîòîííîì ïîðÿäêå - ñ 1-ãî ïî 20-é ñëåâà íàïðàâî. Çà îäèí ïðèåì áèáëèîòå-
êàðü ìåíÿåò ìåñòàìè ëþáîé òîì, ñòîÿùèé íå íà ñâîåì ìåñòå, ñ òîìîì, çàíèìàþùèì åãî ìåñòî. Äîêàæèòå,
÷òî ÷èñëî òàêèõ îïåðàöèé, íóæíîå äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ òîìîâ, íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé
áèáëèîòåêàðÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èç 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïðè
ëþáîì ðàçáèåíèè ÷èñåë ýòîãî íàáîðà íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû ñóììà ÷èñåë â îäíîé èç ãðóïï äåëèòñÿ íà
ñóììó ÷èñåë â äðóãîé ãðóïïå.

5. Äàíî 25-çíà÷íîå ÷èñëî áåç äåâÿòîê â äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óâåëè÷èòü íà 1 äâå
åãî îäèíàêîâûå öèôðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå äåëèëîñü íà 7.

6. Ó Ãàððè åñòü ìûøîíîê è ìíîãî-ìíîãî ëÿãóøàò. Ãàððè ìîæåò ïðåâðàùàòü ëÿãóøàò â ìûøàò èëè
íàîáîðîò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè ìûøàò è ëÿãóøàò íå ïîðîâíó, òî êîëè÷åñòâî òåõ æèâîòíûõ,
êîòîðûõ áûëî ìåíüøå ïîëîâèíû, óäâàèâàåòñÿ. Ïîñëå òîãî êàê Ãàððè ñóìåë ïðîäåëàòü ýòó îïåðàöèþ 17
ðàç ïîäðÿä, ìûøàò âïåðâûå îêàçàëîñü ðîâíî â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ëÿãóøàò. Ñêîëüêî æèâîòíûõ áûëî ó
Ãàððè?

7. a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ôåäÿ íàøåë ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé x2 = ax + b,
x2 = bx + c è x2 = cx + a, à Þðà � ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé x2 = ax + a, x2 = bx + b è
x2 = cx + c. Ýòè ñóììû îêàçàëèñü ðàçëè÷íû. Ó êîãî èç ìàëü÷èêîâ ñóììà áîëüøå?

8. Íà øàõìàòíîé äîñêå 10×100 ñòîÿò äâà ñëîíà: áåëûé â ëåâîì íèæíåì óãëó è ÷åðíûé â ïðàâîì âåðõíåì.
Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè äåëàþò õîäû ñëîíàìè (ïåðâûé áåëûì, à âòîðîé ÷åðíûì). Èãðîê, ïîñòàâèâøèé
ñâîåãî ñëîíà ïîä áîé äðóãîãî, âûèãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 0 < a, b < 1, òî ab(1−a)(1−b)
(1−ab)2 < 1

4 .
10. Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì AB = BC íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà D, è âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ

ADC è BDC îïèñàíû îêðóæíîñòè S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ ê S1 â òî÷êå D,
ïåðåñåêàåò âòîðîé ðàç S2 â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî BM ‖ AC.



11 êëàññ
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: x0 = 1, xn+1 = xn + sin xn.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn < π.
2. Â ïëîñêîñòÿõ ãðàíåé ABC è ABD ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ABCD âçÿòû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæèòå, ÷òî èç îòðåçêîâ CQ, PQ, PD ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.
3. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è âñå åå çíà÷åíèÿ ðàöèîíàëüíû. Èçâåñòíî,

÷òî ïðè ëþáûõ x, y ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x) + f(y) − 2f
(

x+y
2

) | ≤ |x − y|3. Äîêàæèòå, ÷òî
f(x) = ax + b, ïðè÷åì ÷èñëà a è b ðàöèîíàëüíû.

4. Äâîå èãðàþò â êðåñòèêè-íîëèêè íà áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû êëåòî÷íîé ïîëîñå øèðèíû 1. Ïåðâûé
êàæäûì ñâîèì õîäîì ñòàâèò äâà êðåñòèêà, âòîðîé � îäèí íîëèê. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê
îáà èãðîêà ñäåëàëè ïî 245 õîäîâ. Ïåðâûé ñòðåìèòñÿ ïîñòàâèòü 100 êðåñòèêîâ â ðÿä, âòîðîé õî÷åò åìó
ïîìåøàòü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå íåðàâåíñòâî a2

2a+b+c + b2

a+2b+c + c2

a+b+2c ≥ a+b+c
4 .

6. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ìîæíî ðàçáèòü âñå ïàðû ýëåìåíòîâ äàííîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ïàðû èç îäíîé ÷àñòè èìåëè îáùèé ýëåìåíò?

7. Ïóñòü
(

x
n

)
= x(x−1)...(x−n+1)

n! , ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a

è b ÷èñëî b2n
(

a/b
n

)
� öåëîå.

8. Íà êëåò÷àòîé äîñêå ðàçìåðîì 1000× 1000 ñòîÿò êðàñíûå, ñèíèå è çåëåíûå ôèøêè (â êàæäîé êëåòêå
� íå áîëüøå îäíîé ôèøêè). Ðÿäîì (â ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ) ñ ëþáîé êðàñíîé ôèøêîé ñòîÿò 2
ñèíèå, à ðÿäîì ñ ëþáîé ñèíåé � 3 çåëåíûå. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü çåëåíàÿ ôèøêà, ðÿäîì ñ êîòîðîé íåò
êðàñíûõ.

9. A1, B1 è C1 � ïðîåêöèè òî÷êè P , ëåæàùåé âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, íà ñòîðîíû
BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ A1C1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå K. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà A1B1C1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî KP ⊥ BL.

10. Êîðåíü òðåõ÷ëåíà ax2 +bx+b óìíîæèëè íà êîðåíü òðåõ÷ëåíà ax2 +ax+b è ïîëó÷èëè ïðîèçâåäåíèå
1. Íàéäèòå ýòè êîðíè.


